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• 	 Cada que se incrementa la capacidad, se tendrá que hacer la inversión respectiva. 
• 	 Los costos de operación no se toman en cuenta, porque éstos dependen del nivel 
de producción y no de la capacidad instalada. 
• 	 La capacidad de producción se aumentará en una serie de incrementos iguales, que 
pueden extenderse indefinidamente. Estos incrementos de la capacidad de 
producción, es lo que se denominará el período de diseño, o sea el número de años 
durante los cuales este incremento de capacidad atenderá la demanda. Dicho de 
otra manera, determinar la escala óptima de los incrementos de capacidad, es lo 
mismo que determinar el período de diseño óptimo. 
Consecuente con estos supuestos, llamaremos D al quantum de crecimiento de la 
demanda por período (mes, año, semestre, día); o sea que en X períodos, la demanda 
aumentará X*D unidades. Así las cosas, en el período O, se deberá incrementar la 
capacidad en X*D unidades, para que atienda la demanda durante X períodos. Una 
vez llegue al período X, la demanda "copará" la capacidad; deberá en este período 
efectuarse un nuevo incremento de la capacidad X*D unidades , a fin de atender la 
demanda hasta el período 2X. En este período, se deberá hacer otra expansión de 
X*D unidades, que sea suficiente hasta llegar al período 3X y así sucesivamente. 
Con cada ajuste de capacidad, se entiende que ocurre un nuevo costo de inversión. 
De esta manera, la prímera inversión deberá hacerse en el año O en que se hace el 
primer montaje de capacidad; la segunda inversión será en el período X, la tercera en 
el período 2X y así indefinidamente. Simplificando, la ecuación que representa estos 
ajustes de inversión, sería: 
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= i C¡ . 
1=0 (1 + r)' 
Siendo C¡ = Costo de inversión a ajuste en el año i. 
Pero, cuando se mostró el comportamiento de las economías de escala, se vio que la 
relación entre costos de inversión y capacidad del proyecto, estaba representada por 
una ecuación de este tipo: 
C = K*Qa ,donde 	 K = Constante. 
Q = Capacidad del proyecto 
a = Factor de escala 
Además, ya se ha mostrado que la capacidad, Q, se forma por rangos de expansión 
(X*D unidades), siendo X el período de diseño y D, el incremento de la demanda. Por 
tanto, es posible reemplazar la capacidad, Q, por X*D, que son los rangos de 
expansión que ocurren para X períodos (períodos de diseño). 
Para calcular entonces el valor presente de los costos, habrá que sumar los costos de 
inversión descontados de cada período de diseño, así: 
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Donde, por supuesto, 
X*D = Rango de expansión de la capacidad 
a = Factor de escala 
r = Tasa de descuento 
x = Número de ajustes 
Se sorprenderá el lector por el número (1 - e-IX), pero deberá recordarse que cada 
costo de inversión que representa un ajuste, se hace cada período X (período de 
diseño) y como los ajustes son indefinidos, X tiende a 00, con lo cual el factor de 
descuento (1 / (1 + r)), ya no representa una función discreta, sino continua, que 
1 
queda convertida en la representación de una serie convergente (1- e-rx) 4 
Mediante tecnicas de deriváción, es ahora posible calcular el período óptimo de diseño 
(X), o de otra forma, la escala de expansión que minimiza los costos a valor presente. 
Tenemos entonces, que: 
4 La demostración de esta serie convergente se encuentra en el Apéndice l . 
40 
dC [)a 1 d 1 1 
- = K *Da * d(X * ( ) +X· *- ( )rX rXdX 1- e- dX 1- e-
Ahora, si 
dY dUY=eu :::)-*­
dU dX 
dY u 
-=e *r 
dX 
Si Y= f(X) 
de [a*x.-1 r*xa*e-rx ]
-=K*D8 * ---~ 
dX 1- e"rX (1- e-rxY 
dC • [(a * xa-1 *(1- e-rx )) - (r *x· *e- rx )]
-=K*D * -O 
dX (1- e-rxY ­
41 
dC rX rX 
- = a * X·-1 * a * X·-1 * e- - r * X· * e- = O 
dX 
dC [ rX rxdX = X·-1 * a - a" e- - r * X * e- ] =O 
rX rXa = a * e- - r * X * e­
rX rXa - a * e- =r * X * e­
[1 rx a e- ]
- X=-* ----­
.. r e- rX e- rX 
42 
La derivada no tiene solución analitica, lo que obliga a una solución por métodos 
numéricos, cuyo resultad05 es: 
2.6 ", (1 )1.1lX=- -8 
r 
Lo que se vislumbra es que el período de diseño óptimo X, es función de la tasa de 
descuento r y del factor de escala a, los cuales, una vez conocidas, penniten calcular 
el período de diseño óptimo para todas las combinaciones de tasas de descuento y 
factores de escala. 
Supongamos una tasa de descuento del 10% Y un factor de escala del 0.7; el período 
óptimo resultante sería de 7 años. Quiere decir, entonces, que la capacidad se 
aumentaría cada 7 años, para atender la demanda en los 7 años siguientes. 
En el cuadro No. 2, se pueden ver los períodos de diseño óptimos para diferentes 
factores de escala y tasas de descuento. 
s A este resultado llegó, mediante una tabulación por métodos numéricos, el profesor Sergio Restrepo, del 
pÓstgrado de Matemáticas de 18 Universidad Nacional, en julio de 1995. 
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Cuadro No. 2 
FACTOR DE 
ESCALA 
TASA DE DESCUENTO 
8% 10% 12% 
0.3 22 17 15 
0.5 15 12 10 
0.65 8 
0.7 8 7 6 
La conclusión que puede sacarse de este cuadro, es que a menores factores de 
escala( que significan mayores econollÚas), es más razonable diseñar para períodos 
largos, pero siempre y cuando la tasa de descuento sea baja. Obsérvese que el mayor 
período de diseño es de 22 años, justamente porque el factor de escala es 0.3 y la tasa 
de descuento 8%, lo cual significa que por ampliarse no se tiene un "castigo" grande 
con los costos de oportunidad representados en la tasa de descuento. 
Pero, ¿ Qué sucede si la tecnología no es tan flexible para diseñar en períodos cortos, 
que son el resultado de tasas de descuento altas y factores de escala altos 
(deseconollÚas de escala)? En este caso, obséIVese que el período de 6 años 
correspondiente al factor de escala 0.7 y la tasa de descuento 0.12, tendrá que 
ampliarse a 7 años, con el consiguiente sobrecosto del 2% más, en razón de que a este 
período le corresponde una tasa de descuento del 10%. La magnitud de este 
sobrecosto (2%), se evidenciará según la magnitud del capital a invertirse. Al 
contrario, si el período de diseño es muy largo (22 años), en razón a bajos factores de 
escala y bajas tasas de descuento (0.3 y 0.08, respectivamente) y el inversionista 
carece de financiación para períodos tan largos de su planta, tendrá que reducir el 
tiempo de diseño, en este caso 17 años, lo cual indica que perdería econollÚas de 
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escala (ahorro de costos medios) durante 5 años. El impacto se visualizaría en el valor 
presente de los costos, de acuerdo a la fonna como caiga el costo medio: 
CT _ Costo de inversion 
Q Cantidad producida 
Esto equivale a decir que se tendría capacidad ociosa durante 5 años, a un costo de 
oportunidad del 8%. La magnitud exacta sobre el valor presente de los costos, se 
vería según la magnitud de la inversión. Lo que si es cierto, es que cuando el impacto 
no es tan grande, se puede reducir el periodo de diseño, para acomodarse a las 
exigencias de la financiación del capital. 
Seleccionar el valor presente mínimo de los costos, es seleccionar la escala que 
pennita aprovechar los ahorros de costos de las economías de escala, decidir la 
inversión en una fecha tan tarde como lo pennita la atención de la demanda y a una 
tasa de descuento (costo de oportunidad), que pennita minimizar los costos 
improductivos de la capacidad ociosa. Por ejemplo, como se ve en el Cuadro N°2, 
seleccionar un factor de escala de 0.65 y una tasa de actualización de 0.10, dará un 
período óptimo de 8 años a un valor presente de los costos de 7K$. Este será un 
1 
costo mínimo obtenido de reemplazar en la ecuación de C = K * n· * X· * (1- e-rx ) ; 
pero si tiene que reducir el periodo de diseño de 8 a 4 años, por escasez de recursos de 
inversión o; en otro caso, cuando las disponibilidades son altas, se puede ampliar el 
período de diseño a 16 años por inflexibilidades tecnológicas, las consecuencias sobre 
los costos a valor presente se incrementarían hasta 8K, lo que da un margen de 
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maniobra muy alto al inversionista, en razón al pequeño impacto sobre los costos; esto 
sería gráficamente así: 
I 8K 
COSTOSA 7KVALOR~ PRESENTE 
4 8 
AÑOS 
Gráfico No. 8 
Pero, aun si por escasez de fondos solo podemos hacer expansiones en períodos 
cortos (4 años en este ejemplo), podemos ver cómo progresan los Costos C = K*Qa, 
entonces: 
C = K(4t· 65 = 2.46 

C = K(8t·65 = 3.86 

C = K(12t·65 = 5.028 

C = K(16t- 65 = 6.06 

Para ver la diferencia de costos entre períodos de ampliación de 4 años y de 16 años, 
Costos (4) 2.46 
se observa que =-- =0.40 
Costos (16) 6.06 
16 

1 
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Lo cual significa que los costos de 4 años, son 0.40 de los costos de 16 años. Se 
concluye, entonces, que el proyectista tomaría este período de ampliaciones, dado el 
lento progreso de los costos; o sea, haría tres ampliaciones y sus costos no se 
multiplicarían por tres, todo como resultado de las economías de escala. 
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CONCLUSIONES 
• 	 En el análisis del costo mínimo, los costos deben expresarse en precios constantes; 
estos precios se obtienen deflactando los precios corrientes (que incluyen un monto 
por inflación), mediante un índice de precios apropiado. Nuestra costumbre es 
emplear el índice de los precios de consumo, para convertir precios corrientes a 
precios constantes. El proyecto que tenga el valor presente más bajo de costos es 
la alternativa que se prefiere. Sin embargo, las preferencias podrían cambiar, si se 
emplearan tasas diferentes de descuento para calcularlos. De allí, la importancia de 
escoger con cuidado la tasa de descuento. Es igualmente importante, probar los 
efectos que tendrían las diferentes tasas sobre los costos a valor presente. 
Una vez descontados los costos, es fácil ver las ventajas de diferirlos tanto como sea 
posible, pues su valor disminuye con el tiempo. Ya es fácil calcular factores de 
descuento sobre la base de diversas tasas de descuento, utilizando las tablas de 
valores presentes que se encuentran en cualquier texto de ingenieria económica. 
Se concluye entonces, que cuando dos proyectos tienen capacidad para solucionar un 
problema o alcanzar un objetivo en forma equivalente, en condiciones de una alta 
tasa de descuento, es preferible aquel proyecto de tecnología liviana (costo 
operativo alto), puesto que liberando recursos de inversión inicial, se entra en la 
senda del costo mínimo. Si la tasa de descuento es baja, resulta provechoso 
emplear tecnologías que tengan un gran costo de capacidad inicial (inversión alta) y 
bajo costo operativo, todo esto dependiendo del nivel de producción. 
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Esto, porque las opciones tecnológicas son: A mayor capacidad inicial, menores 
costos operativos. Matemáticamente sería: 
VAWR ACTUALIZADO DE LOS COSTOS = lo Ln ( C I Y 
I~I 1+ r 
el = Costo de inversion en el año i 
Si r es alta, es preferible reducir la inversión inicial y si r es baja, es deseable 
aumentarla;esto, porque no se sacrificaría ingresos en otras alternativas, que es, 
justamente, el costo de oportunidad. Es decir, la recomendación es que si el costo de 
oportunidad es bajo, no es muy dañino excederse en el tamaño de planta inicial, 
representado por lo. 
• 	 De acuerdo con el Cuadro N° 2, es preferible diseñar para períodos más 
prolongados cuando las econoIJÚas de escala son mayores. Esto significa, a su vez, 
factores de escala menores (factor de escala menor que 1), los cuales producen 
ahorros en los costos operativos a mayores niveles de producción, dada la mayor 
intensidad en el uso de la planta. Una combinación deseable sería econoIJÚas de 
escala altas y costos de oportunidad bajos, lo cual tendría como consecuencia 
largos períodos de diseño y, obviamente, alta inversión inicial de capacidad. El 
efecto contrario se produciría con menores econOIJÚas de escala (factor de escala 
mayor que 1) Y altas tasas de descuento. 
• 	 Conocer el período óptimo de diseño es la base para calcular los períodos de diseño 
que minimizarán los costos a valor presente de un número infinito de ampliaciones; 
estos son los e, pero, igualmente, es importante conocer la tasa de descuento 
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apropiada para esa escala de costos (r) y también el periodo i de la expansión; no 
sea que lo que nos trae la economía de escala en ahorros, nos lo quite el costo de 
oportunidad (r) o la fecha inapropiada de la expansión (i). 
El resultado final seria, entonces: 
~ C¡ (.)COSTO MINIMO = L.J . =F r, 1, e 
(VALOR PRESENTE DE LOS COSTOS) (1 + r)1 
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1 
APENDICE 1 
Como se está pasando de análisis discreto a análisis continuo, el proceso de descuento 
para actualizar el valor presente de los costos, no se hará por medio del factor 
t (discreto) siendo r = Tasa de descuento y t = Tiempo discreto, o lo que es 
( 1+ r ) 
lo mismo, (1 + rrt . 
Si se utiliza el Factor de Descuento continuo, el factor de valor actual se expresará en 
la forma e - rt . Esto será útil para nuestro caso en que la función de costo varía con el 
tiempo y, por tanto, puede tener opciones de optimización, en la medida en que, con 
expansiones infinitas, escale costos. 
En realidad, los beneficios y costos no se vuelven tangibles el último día del mes, 
como se supone cuando se utilizan tasas de interés discretas. En teoría, el interés y el 
descuento continuos, parecen ser más apropiados que el proceso discreto, aunque 
cuando por razones de simplicidad y comodidad, se utilice el proceso discreto, en 
lugar del continuo. 
La cuestión es que entre uno y otro método, si produce un cierto margen de error. 
Veámoslo: 
Cuando el interés se cobra una vez al mes 
J. I JERSIO ....O 51 
Cuando el interés se cobra en períodos más cortos (2 veces al mes) 
Cuando el interés se cobra por semanas (4 veces al mes) 
Interés compuesto n veces al mes 
La expansión de este binomio sería: 
2
r)nt (ot*(nt - l) r J (ot*(ot - l)*(ot-2) rJJ1+ ( - + *- + *- + ... o 2! o 3! o 
tEs decir, 1 + r 
Luego, descontando y dejando que o tienda a oc, la expresión resultante sería: 
r*t*(r*t)2 (r*t)J
1+ + + ... 2! 3! 
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Que es la expansión de la serie ert , que equivale al factor discreto de acumulación 
discreta, del interés compuesto (1 + 0nt 
Si se utiliza el descuento continuo, el factor de valor actual se expresaría e-rt , que 
equivale al factor discreto de valor actual ((t:r)') ,o sea, (1 + rr' . 
Esta verificación se encuentra en el Manual del IDE ··Manual on Highway Proyect 
Appraisal··. Página 67. Willard Weiss. 1985. 
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